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1 Einleitung und Beispiele

Lit.: [3], [5], [6]. In vielen Bereichen des Lebens ist die Erfassung und Analyse bestimm-
ter Daten von essentieller Bedeutung. So ermittelt bspw. das Statistische Bundesamt
[9] monatlich die Anzahl der Verkehrstoten in Deutschland. Die Frankfurter Borse [§]
protokolliert taglich den Endstand des Deutschen Aktienindex, wiahrend das Umwelt-
bundesamt [10] jahrlich die Treibhausgas-Emissionen in Deutschland iiberwacht.
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Abbildung 1: Téglicher Endstand des DAX zwischen 02.01.24 und 01.03.24

Wann immer eine messbare Grofe in festen zeitlichen Abstanden ermittelt wird, spricht
man beim erhaltenen Datensatz von einer Zeitreihe. Besonders interessant bei der Ana-
lyse von Zeitreihen ist deren Vorhersage (vgl. Abbildung 2). Das heifit die Frage nach
der zukiinftigen Entwicklung der entsprechenden Grofle, basierend auf einem Satz be-
reits gemachter Messungen (sog. Beobachtung).
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Abbildung 2: Jahrliche Treibhausgas-Emissionen seit 2005 mit moglichen Entwicklungen

Die vorliegende Arbeit zielt darauf ab, mathematische Methoden zu beschreiben, die
es ermoglichen, auf der Grundlage einer gemachten Beobachtung Zeitreihen effizient



vorherzusagen. Im ersten Schritt machen wir uns dazu klar, welche deterministischen
Komponenten Zeitreihen enthalten konnen und wie sich diese geeignet entfernen lassen.
Dies bildet die Grundlage, um uns anschlieBend auf die Vorhersage sogenannter statio-
ndrer Zeitreihen zu fokussieren. Hierbei setzten wir zunachst Methoden der Approxi-
mation ein, um eine allgemeine Losung des linearen Vorhersageproblems zu erarbeiten.
Anschliefend werden wir uns darum kiimmern, ein effizientes Berechnungsverfahren
der gefundenen Losung zu entwickeln, was den wesentlichen Bestandteil dieser Arbeit
darstellt. Schlussendlich betrachten wir noch geeignete Schatzer, um das beschriebene
Verfahren nur auf einer gemachten Beobachtung der Zeitreihe basieren zu lassen sowie
die Moglichkeit zu haben, iiber die Sicherheit der gemachten Beobachtung auszusagen.

2 Komponentenzerlegung

Lit.: [3],[5],[6]. Aus den eingangs gezeigten Beispielen wird deutlich: Zeitreihen sind
regelmdfsig indizierte Daten einer bestimmten Grifle. RegelmaBigkeit konnen wir durch
Indizierung mit den ganzen Zahlen Z, die Daten durch Zufallsvariablen X;, und die
GroBe selbst durch ihre Wertemenge S beschreiben. Formell also wie folgt.

Definition 2.1 (Zeitreihe) Eine Zeitreihe X := Xr ist eine Familie von Zufallsva-
riablen X; € S mitt € T = 7Z oder T = N auf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum (2, A, P).

o Dabei ist Xp = (X; :t € T), (S,S) ein Messraum, X; € S meint X; : Q — 5,
und wir vereinbaren die Notation X C S fir X € ST :={X :T — S}.

Fiir reale Zeitreihen gilt zumeist 7= N := {1,2,...} und S = R; kurz also Xy C R.
Betrachten wir nun die Zeitreihe der Verkehrstoten in Deutschland pro Monat, um ein
Gefiihl dafiir zu bekommen, welche deterministischen Komponenten in Zeitreihen zu

erwarten sind. Interessant, aber nicht weiter relevant, an diesen Daten ist, dass man
deutlich die Corona-Zeit (2020-2022) als Riickgang der Verkehrstoten erkennen kann.
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Abbildung 3: Fortwéhrend sinkende Anzahl Verkehrstoter



Deutlich zu erkennen ist ein gewisser, deterministisch zu begriindender, abfallender
Trend. Nicht nur sind Fahrzeuge in den letzten Jahrzehnten immer sicherer geworden,
auch konnte man davon ausgehen, dass sich bei den Verkehrsteilnehmern ein hoheres
Risikobewusstsein und damit verbunden eine groflere Vorsicht entwickelt haben. Ent-
fernt man diesen Trend, wie im nachsten Abschnitt gezeigt, verbleibt folgende Zeitreihe.
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Abbildung 4: Zeitreihe der Verkehrstoten ab 2013 (trendbereinigt)

Trotz Entfernen des abfallenden Trends bleibt eine gewisse periodische Saisonalitét
in den Daten erkennbar. In den Wintermonaten ist die Anzahl der Verkehrstoten auf
einem geringeren Niveau als in den Sommermonaten. Auch dies lasst sich wieder deter-
ministisch begriinden. Schlechte Witterungsverhéltnisse in den Wintermonaten fithren
zu schlechter Sicht und rutschigen Straflen, wodurch man davon ausgehen konnte, dass
wihrend dieser Zeit die Verkehrsteilnehmer vorsichtiger fahren, was wiederum zu we-
niger Unfallen fiihrt.
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Abbildung 5: Zeitreihe der Verkehrstoten ab 2013 (trend- und saisonbereinigt)



Entfernt man nun auch jene Saisonalitiat, wie im tibernidchsten Abschnitt gezeigt, ver-
bleibt eine Zeitreihe (vgl. Abbildung 5), die nur noch aus den zufélligen Schwingungen
der betrachteten Daten besteht (Stationaritit). Dank diesen Uberlegungen liegt es al-
so nahe, einer Zeitreihe X drei Komponenten zuzuschreiben. Einen deterministischen
Trend m, eine deterministische Saison s, und eine Zufallskomponente Z. Wir halten
dies in folgender Definition fest.

Definition 2.2 (Komponentenzerlegung) Sei X C S eine Zeitreihe und seien
m,s C S deterministisch. Dann nennen wir die Darstellung X = Z +m + s Kom-
ponentenzerlequng von X.

o Dabei sind Z = Zp, m = myp, und s := sy fir X = Xp sowie die Addition
komponentenweise zwischen abzdihlbar indizierten Familien zu verstehen.

o Weiter soll Z zentriert sein, das heifit E(Z;) = 0 fir allet € T, s periodisch, das
heifit es gibt ein d € N sodass s; = Sy1q fiir alle t € T, und m nicht periodisch.

o 7 heifst Zufalls-, m heifst (det.) Trend-, und s heifit (det.) Saisonkomponente.

Abschlieflend in diesem Kapitel wollen wir noch klaren, was genau mit ’stationéir’ ge-
meint ist. Dazu orientieren wir uns wieder am Beispiel der Verkehrstoten. Betrachtet
man Abbildung 5, so erkennt man, dass diese Zeitreihe um ein konstantes Niveau u
herum schwingt (hierbei ist ¢ = 0). Formell kénnen wir dies durch einen konstanten
Erwartungswert aller beteiligten Zufallsvariablen E(Z;) = p formulieren.

Ferner fallt auf, dass benachbarte Datenpunkte ungefahr auf gleicher Hohe liegen und
diese Wirkung mit steigendem zeitlichen Abstand nachlédsst. Insbesondere ist dabei
nicht relevant, welchen Datenpunkt wir initial betrachtet haben. Formell konnen wir
dies durch eine nur vom zeitlichen Abstand zweier Zufallsvariablen abhéangige Kovari-
anz Cov(Zy, Zyyp) = Cov(Zy, Z) beschreiben.

Diese Punkte folgen auch aus folgender Uberlegung. Ist eine Beobachtung ’stationér’,
so gehen wir davon aus, dass diese reprasentativ fiir die Verteilung der Zeitreihe ist.

Formell kénnen wir dies durch Translations-Invarianz Z; 2z 1+ aller endlichen ge-
meinsamen Verteilungen beschreiben. Wir definieren also zwei Begriffe wie folgt.

Definition 2.3 (Stationaritit) FEine Zeitreihe Z mit Var(Z;) < oo fir alle t € Z
heif$t stationdr, falls sie einem der folgenden beiden Punkte geniigt.

o 7 heif$t stark stationdr, falls fir alle endlichen I C 7 sowie h € Z gilt:
Zr 2 Zin

o Z heifft schwach stationdgr, falls mit p = E(Zy) sowie y(h) := Cov(Zy, Zy,) fir
h € Z gilt:
E(Zy) =pu und Cov(Zy, Ziip) = v(h)
Die Funktion v heifst Autokovarianzfunktion von Z.

Man tiiberlegt sich leicht, dass starke Stationaritat einer Zeitreihe sofort auch schwache
Stationaritéat jener Zeitreihe impliziert, jedoch im Allgemeinen nicht umgekehrt.
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|_Sei Z eine stark stationare Zeitreihe. Dann gilt insbesondere
Z, 2 Zy und (Zy, Zuin) 2 (Zo, Zn)

fiir alle t,h € Z. Da Erwartungswert und Kovarianz aber nur von der Verteilung
der entsprechenden Zufallsvariablen abhéngen, folgt also sofort:

E(Z) =p und Cov(Zy, Zyip) = v(h)

Also ist Z auch schwach stationar. _I

2.1 Bestimmung Trendkomponente

Lit.: [-]. In diesem Abschnitt stellen wir eine Méglichkeit vor, die Trendkomponente
m einer Zeitreihe X = Z 4+ m + s zu bestimmen. Sei dazu eine Beobachtung Xp mit
Indexmenge B = {by,...,b,} mit by < bryq gegeben. Die wesentliche Idee ist es, alle
Steigungen zwischen benachbarten Punkten wie folgt geeignet gewichtet zu mitteln

A — 1 nz:l)\k<ka+1 — ka)

n—1;= bry1 — b

und darauf basierend eine Trendgerade mit dieser Steigung zu erstellen. Um eine Gerade
mit vorgegebener Steigung eindeutig festzulegen, bendtigt man einen Punkt, durch den
diese verlaufen soll. Hierfiir eignet sich das Mittel £ der letzten r € N Beobachtungen.
Mit den Gewichten \;, := ¢" *~! fiir ein ¢ € (0, 1) beriicksichtigt man dabei aktuelle
Werte starker als weiter zurtickliegende.
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Abbildung 6: Anzahl Verkehrstoter (schwarz) mit abfallendem Trend (blau)

Deutlich zu erkennen ist, dass diese Methode bei sich &ndernden Trends (hier starkerer
Abfall bis 2010 und schwécherer Abfall ab 2010) lediglich bei aktuellen Werten eine
gute Beschreibung des Trends liefert. Dafiir lasst sich der Trend m = my mit

my =&+ A-(t—n)

b}



direkt und ohne grofien Rechenaufwand aus der Beobachtung Xp bestimmen. Der
konkrete Trend in Abbildung 6 wurde mit den Parametern ¢ = 99/100 und r = 12
bestimmt und liefert ab 2010 wie gewtinscht trendbereinigte Daten (vgl. Abbildung 4).

2.2 Bestimmung Saisonkomponente

Lit.: [5]. In diesem Abschnitt stellen wir eine Moglichkeit vor, die Saisonkomponente s
einer Zeitreihe X = Z+m+s zu bestimmen. Sei dazu eine trendbereinigte Beobachtung
Xp mit Indexmenge B = {by,...,b,} mit by < by 1 gegeben. Die wesentliche Idee ist
es, alle Werte im Abstand einer Periode d mit s; = $;,4 zu mitteln

1
% > Xikal{t + kd € B} mit x(t) := ’(t+dZ) ﬂB’
kez

wobei s = sp gilt. Im Beispiel der Verkehrstoten eignet sich eine Periode von d = 12
Monaten, also genau einem Jahr. Die Saison dieser Zeitreihe hat damit folgende Gestalt.
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Abbildung 7: Zeitreihe der Verkehrstoten ab 2013 (trendbereinigt, schwarz) mit Saison (blau)

Die Differenzen der schwarzen und blauen Daten entsprechen genau den zufalligen
Abweichungen vom gewohnlichen Saisonwert und ergeben Abbildung 5.

3 Lineare Vorhersagen

Lit.: [1], [4], [5]. Nun widmen wir uns dem wesentlichen Teil dieser Arbeit, der Vorher-
sage von Zeitreihen. Zu einer gegebenen Beobachtung Zg mit B = {by,...,b,} C Z
einer stationdren Zeitreihe Z soll die beste lineare Vorhersage Z), zu einem Zeitpunkt
h € Z \ B gemacht werden. Hierbei bedeutet 'linear’, dass wir unsere Vorhersage auf
die Form einer Linearkombination der gemachten Beobachtung einschranken, das heifit

Zh = Qp Ly, + -+ Op, Ly,

fir Koeffizienten ¢, € R mit b € B. Wie bereits eingangs erwahnt, wollen wir Methoden
der Approximation verwenden, um dieses Problem zu losen und um gleichzeitig zu
klaren, was genau mit ’bester’ Vorhersage gemeint ist.
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Lemma 3.1 Sei Z C R eine (schwach) stationdre und zentrierte Zeitreihe. Dann gilt
bereits Z C Lo = Lo(Q, A, P). Wobei (2, A, P) der zu Z gehérende Wahrscheinlich-
keitsraum ist.

|_Es reicht zu zeigen, dass || Z;||2 < oo gilt. Betrachte daher:
1213 = [ 22 aP = E(z)

= Var(Z,) — BE(Z,)* £ Var(Z,)

Bei x ging ein, dass Z zentriert, also E(Z;) = 0, ist. Ferner gilt Var(Z;) < oo per
Definition von Stationaritét. Insgesamt also in der Tat ||Z;|]2 < oc. ]

Mit dem bekannten Schétzer i = >, Z/n fir p = E(Zp) konnen wir jede Zeitreihe
Z zentrieren. Daher gehen wir im Folgenden immer von g = 0 aus. Der Raum L, ist
ein euklidischer Hilbertraum (vollstandiger Vektorraum mit Skalarprodukt), wobei das
Skalarprodukt hierbei definiert ist als:

(X,Y) ::/XYdP fir X,Y € Ly

Man sieht sofort, dass die 2-Norm die von (—, —) induzierte Norm || X||, = (X, X)1/2
ist. Es gilt: Gegeben einem Hilbertraum F und einer abgeschlossenen und konvexen
Teilmenge S C F, existiert zu jedem f € F' eine eindeutige Bestapproximation s* € S
an f. Diese Aussage soll uns als roter Faden dienen.

Lemma 3.2 Sei F' ein normierter Vektorraum und S C F ein endlich-dimensionaler
Untervektorraum. Dann ist S bereits abgeschlossen und konvez.

|_Sei (b1,...,b,) eine Basis von S. Dann ist S abgeschlossen, denn fir f € F und
Sm € S mit s, — f ist auch der Grenzwert f bereits in .S enthalten:

f= lim s, = lim Zamkbk

m—r0o0 m—r0o0

k<n
= anbl—rgoam’kbk = Zakbk es
k<n e—— k<n

=y

Wobei a,, , — oy, wegen obiger Darstellung, durch s, — f garantiert ist. Die

Konvexitat von S folgt mit s,l € S sowie A € (0,1) durch folgende Betrachtung:
/\S+(1—)\)ZZAZSkbk—l—(l—)\)Zlkbk

k<n k<n

=> (Ask+ (1= N e S

k<n _l

Mit Hilfe dieser Lemmata kénnen wir unsere Situation nun im Sinne der Approximation
auffassen. Wahle dazu F' = L, als den Hilbertraum und S = span(Zp) als endlich-
dimensionalen Untervektorraum davon. Dann gibt es (wie wir noch sehen werden) zu
jedem h € Z \ B eine eindeutige Bestapproximation s* = Z), aus S an f =2, aus F.
Ferner ist damit auch geklért, was wir mit 'beste’ lineare Vorhersage meinen.
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Definition 3.3 (Vorhersageproblem) Das lineare Vorhersageproblem [Zp|h] besteht
darin, die Bestapproximation Zy € span(Zg) an Z, € Lo zu finden, das heifst:

12 — Znlla < 1 Z}, — Zul|2 ¥ Z), € span(Zp)

Bemerkenswert ist dabei, dass, obwohl wir typischerweise einen Wert in der Zukunft
vorhersagen wollen, beispielsweise [Z},|n + 1] mit [n] := {1,...,n}, dies dank die-
ser Formulierung gar keine Rolle spielt. Statt iiber zeitliche Absténde zwischen den
Werten denken wir einfach iiber abstrakte rdumliche Abstdnde zwischen diesen nach.
Insbesondere konnen wir so auch problemlos Werte in der Vergangenheit 'vorhersagen’,
beispielsweise [Z],,)|0].

3.1 Allgemeine Losung

Lit.: [1], [4], [5]. Nachdem wir nun geklart haben, was genau unter der besten linearen
Vorhersage zu verstehen ist, soll es in diesem Abschnitt darum gehen, jene Losung Zn
von [Zp|h] zu bestimmen. Dazu machen wir zunéchst wieder einen Schritt zurtick und
betrachten die allgemeine Situation mit F' und S. Hierbei leiten wir eine wesentliche
Aussage iiber Minimalargumente konvexer Funktionale her, welche wir immer weiter
konkretisieren und schlussendlich auf unsere exakte Situation anwenden werden.

Definition 3.4 (Gateaux-Ableitung) Sei F' ein normierter Vektorraum und ¢ :
F — R ein Funktional. Dann nennen wir folgenden Ausdruck, falls existent, die
Gateaux-Ableitung von ¢ bei x in Richtung v mit x,v € F.

. r+ hv) — oz
(s v) = ;{1{%80( h) p(z)

Definition 3.5 (konvexes Funktional) Sei F' ein normierter Raum und ¢ : F' — R
ein Funktional. Dann nennen wir ¢ konvez, falls fir alle x,y € F und X € (0, 1) gilt:

p(Az+ (1= Ny) < Ap(@) + (1= V()

Der eingefiihrte Ableitungsbegriff dp(z; v) stellt eine Verallgemeinerung der Richtungs-
ableitung auf beliebige normierte Raume F' dar. Insbesondere existiert er fiir alle kon-
vexen Funktionale ¢ : F' — R an allen Stellen x € F' in alle Richtungen v € F'.

Damit gewappnet wollen wir uns nun die angekiindigte Aussage tiber Minimalargu-
mente konvexer Funktionale tiberlegen. Betrachte dazu F = R? und o(z,y) = 2% + 3°.

Abbildung 8: konvexes Funktional op(x,y) = 22 4+ y? mit Minimalargument (0,0)



Anhand dieses Beispiels erkennen wir, dass das Minimalargument s* = (0, 0) die einzige
Stelle im Graphen von ¢ ist, an welcher der Graph eine positive Steigung dp(s*; s — s*)
in Richtung aller anderen Punkte s € R? aufweist. Dies fithrt auf folgenden Satz.

Satz 3.6 (Minimalargument) Sei F' ein normierter Vektorraum, s* € S C F kon-
ver, und ¢ : F' — R ein konveres Funktional. Dann gilt p(s*) = infscsp(s) genau
dann wenn:

Op(s*;s—s) >0 Vse S

|_Sei D, (h) := %(gp(:c + hv) — gp(:c)) wie in Definition 3.4, sodass

dp(x;v) = }lLl{‘% D,.,(h)
gilt. Sei nun s* € S mit p(s*) = infsecs ¢(s) das Minimalargument von ¢. Da S
konvex ist, gilt fiir beliebiges s € S und h € (0,1):

S +h(s—s)=hs+(1—h)s* €S

Nach Voraussetzung kann der Wert von ¢ angewendet auf beliebige Elemente in S
nicht kleiner als ¢(s*) werden, insbesondere also ¢(s* + h(s — s*)) > ¢(s*). Durch
Umstellen sieht man daraus weiter Dg«.s_s«(h) > 0 fiir A > 0, und damit:
*. —s") =1 * . * >

Op(s*;s — s¥) }IL{%DS s—s+(h) >0
Sei nun umgekehrt s* € S mit der Eigenschaft dp(s*;s — s*) > 0 fiir alle s € S
gegeben. Man sieht leicht Monotonie (#) von D, ein und erhilt damit weiter:

< *. — s =1 * . *
0 < Jdp(s*;s — s¥) ’lllir(l)Ds s—s+ (D)

z Ds*;sfs*(l) - 90(8) - 50<8*>

Durch Umstellen sieht man folglich ¢(s*) < ¢(s) fiir alle s € S wie behauptet. N

Wie eingangs erlautert wollen wir dieses allgemeine Resultat nun schrittweise kon-
kretisieren. Dazu erinnern wir uns an das zu l6sende Vorhersageproblem [Zp|h]. Die
entsprechende Losung Z;, € span(Zp) war als Losung folgender Gleichung definiert:

N Zn — Znll2 < |12}, — Znl]s

=02, (Zn) =¢2,(Z})
Dies entspricht aber gerade der Beschreibung des Minimalarguments eines Funktionals
or: (Fo|]-]]) = Rmit ¢r(u) :== ||u— f|| fiir f € F. Konkret F' = Ly und f = Z;,. Man
rechnet leicht nach, dass dieses Funktional konvex ist.

|_Seien u,v € F und A € (0,1), dann gilt nach Einfiigen einer Null:
er(Au+ (1= Av) = [[Adu+ (1= A)v = fHAf=AS]]
= [Au = f)+ (@ =M= 1l



Mit der Dreiecksungleichung (x) der Norm erhdlt man weiter:

orOu+ (1= N)o) < Nju— fl[+ (1= Nllo — /Il

= Aps(u) + (1 = Ny (v)

|

Damit konnen wir Satz 3.6 auf ¢s(u) = ||u — f|| anwenden und erhalten folgenden
Satz, den man auch Kolmogoroff-Kriterium nennt.

Satz 3.7 (Kolmogoroff-Kriterium) Sei F' ein normierter Raum, s* € S C F kon-
ver, und f € F' fix. Dann gilt |[s* — f[| = infses [|s — f|| genau dann wenn:

O||s* — f15 —s*|| :=0ps(s";5—5") >0 Vse S

Dieser Satz néhert sich der Situation im Problem [Zp|h] durch Verwendung der Norm
schon etwas an, jedoch kénnen wir die Aussage noch weiter konkretisieren. Da F' = L,
euklidisch ist, das heiBt, es gilt ||u|| = (u,u)'/? fiir alle v € F, kénnen wir die entspre-
chende Normableitung wie folgt ausrechnen.

|_Sei (F,|| - ||) euklidisch und o(z) := ||z|]| = (x,2)2. Mit u,v € F gilt nach
Kettenregel (analog zur Kettenregel fiir gewohnliche Ableitungen) einerseits:

9p” (u;v) = 2[ul| + dp(u; v)
Und durch Rechnen mit der Definition 3.4 auflerdem:
1
O¢* (u;v) = lim 5 e+ hol[? — [|ul[?)
T 2 2 2 2
—}ll\l%(l\UH + 2h{u, v) + B [[v]|7 = [|u[|%)
T 201,112} —
= lim 7 (2h(u, v) + W[[o][7) = 2(u, v)

Gleichsetzen beider Ausdriicke liefert 2||u|| + dp(u;v) = 2(u,v). Umstellen liefert:

|

Damit konnen wir Satz 3.7 weiter konkretisieren. Dazu stellt man auch fest, dass die
Aussage ||s* — f|| = infses ||s — f|| gerade bedeutet, dass s* die Bestapproximation an
f aus S ist.

Satz 3.8 (Kolmogoroff-Kriterium) Sei F' ein euklidischer Raum, s* € S C F kon-
ver, und f € I fiz. Dann ist s* die Bestapprozimation an f aus S genau dann wenn:

(s*—f,s—s)>0 VseS
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Ist der Approximationsraum S sogar ein Untervektorraum von F', so vereinfacht sich
obiges Kriterium sogar noch weiter. Aus S — s* = S folgt weiter:

(s*—f,s—s) >0 REY (s*—f,s)=0

Dies bedeutet s* — f LS, also ist s* gerade die orthogonale Projektion von f auf
S. Bevor wir uns wieder unserem konkreten Problem [Zp|h] zuwenden, definieren wir
zunachst den Projektionsoperator, welcher uns anschliefend als Losung fungieren wird.

Definition 3.9 (Projektionsoperator) Sei F' ein euklidischer Raum und S C F.
Dann nennen wir einen Operator P : ' — S orthogonale Projektion, falls gult:

(1) P‘S = id 'Projektion’
(2) P* =P 'Orthogonalitit’
Dabei ist P* der zu P adjungierte Operator.

Unter Eigenschaft (1) wird Eigenschaft (2) durch Pf — f 1 S nahegelegt.

|_ Pf—fLS
& (Pf—f.5)=0
& (Pf.s) = (f.9)
& (Pf.s) = {/,Ps)

|

Ist S wieder ein endlich-dimensionaler Untervektorraum, so lasst sich P f konkret als
Linearkombination der Basisvektoren darstellen.

Satz 3.10 (Darstellung Projektion) Sei F' ein euklidischer Vektorraum und S C
F ein endlich-dimensionaler Untervektorraum mit Orthonormalbasis {1, ..., Bn}, das
heif$t (B;, B;) = I{i = j}. Dann gilt fir alle f € F':

Pf=2_Af. 5B

k<n

|_Da Pf € S landet und S ein Vektorraum mit Basis {0 }x<y ist, konnen wir P f
auf jeden Fall wie folgt darstellen (mit A\, € R):

Pf=> Mibe

k<n

Wir missen also nur herausfinden, was A, ist. Dazu betrachten wir:

(Pf,B;) = (3 Mbr, B;)

=> M (BrBi) =N
———

Sy
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Mit den Eigenschaften der orthogonalen Projektion folgt abschliefend:

No=(Pr 8 2 (P8 L (1 8)) N

Beachte, dass uns diese Darstellung Eindeutigkeit gibt. Nun kénnen wir also bereits
eine allgemeine Losung angeben. Es gilt

Zh = PZh 16st [ZBlh]

wobei P : Ly — span(Zpg) wie oben sei. Da es immer moglich ist, eine Orthonormalba-
sis eines endlich-dimensionalen Vektorraums zu finden (z.B. mit dem Gram-Schmidt-
Verfahren), ist dieses Ergebnis dank Satz 3.10 sogar berechenbar.

3.2 Stationire Losung

Lit.: [1], [5]. In diesem Abschnitt erliutern wir, wie sich die allgemeine Lésung Z), =
PZy, von [Zg|h] im Fall einer stationéren und zentrierten Zeitreihe Z bestimmen lésst.
Dazu versuchen wir, die Koeffizienten ¢, von PZ, direkt zu bestimmen, ohne vorher
eine Orthonormalbasis von span(Zp) finden zu miissen. Betrachte also den Ansatz:

Zh=PZy = o7

beB

Wir hatten uns bereits nach der Definition des Projektionsoperators iiberlegt, dass
(f,s) = (Pf,s) gilt fur P : FF — S und f € F sowie s € S. In unserer konkreten
Situation mit F' = Lo, S = span(Zg), f = Z, folgt fir s = Z mit § € B also:

(Zn, Z5) = (Zn, Z5) = > $u(Zv, Zp)

beB

Ist die Zeitreihe Z zentriert, lassen sich die auftauchenden Skalarprodukte nur durch
die Autokovarianzfunktion v der Zeitreihe bestimmen.

|_Seien t,s € Z zwei beliebige Zeitpunkte. Man berechnet
(Z,, Z) = /ths dP = E(Z,Z,)
= Cov(Z;, Zs) + E(Z;) E(Z,)
= Cov(Zy, Zs) 2 (|t — s)
wobei bei x; die Zentriertheit (E(Z;) = 0) und bei x2 die Stationaritat (Cov(Z;, Zs)

nur vom Abstand |t — s| abhéngig) von Z einging. _|

Es gilt also (Z,, Z5) = v(Jh — B|) und analog (Z,, Z5) = v(|b — 3]). Damit lasst sich
obige Gleichung also wie folgt darstellen.

V(b= B1) = >_ dy(b = Bl)

beB

12



Insgesamt gibt es n verschiedene solche Gleichungen, wenn B = {b,...,b,} gilt. Als
lineares Gleichungssystem ausgedriickt erhalt man:

V(b = ba) P,
| =0le=bD),
J(0h = bl o,
:;'y(h) :;¢(h)

Die gesuchten Koeffizienten ¢ sind also Losung des obigen Gleichungssystems und
losen das Vorhersageproblem im Fall einer stationdren Zeitreihe.

Zy = (oW, Zg) 16st [Zp|h]
wobei I'g ¢ = 4M) gilt

Hierbei ist (x,y) = >, xxyr das Standardskalarprodukt mit x,y € R". Gelegentlich
ist im Folgenden implizit zu verstehen, ob wir dieses Skalarprodukt oder jenes fiir
Zufallsvariablen X,Y € Ly wie auf Seite 7 definiert meinen.

3.3 1-Schritt-Vorhersage

Lit.: [1], [5]. Nachdem wir im vorherigen Abschnitt die Losung des Problems [Zp|h]
im Fall einer stationdren Zeitreihe Z auf das Losen des linearen Gleichungssystems
o™ = ~) reduziert haben, sind wir nun an einer effizienten Berechnungsméoglich-
keit dieser Losung interessiert. Lineare Gleichungssyteme mit n Unbekannten lassen
sich typischerweise nur mit Laufzeit O(n?) 16sen, was nicht besonders effizient ist.

Daher konkretisieren wir uns auf das Problem [Z,,)|n 4 1], das heifit auf die 1-Schritt-
Vorhersage (1SV) bei einer gemachten Beobachtung von 7, ..., 7, (zur Erinnerung:
[n] = {1,...,n}). Wir definieren die orthogonalen Projektionen P, : Ly — S, wobei
Sy = span(Zy,) ist. Mit den bereits bestimmten Resultaten gilt also:

Zn—l-l =PoZyy1 = <¢(n+1)7 Z[n]>

Wir nutzen die Gelegenheit und klaren kurz die Form aller relevanten Objekte. Der
Koeffizientenvektor ¢+ hat n unbekannte Eintrige. Der Kovarianzvektor v+ hat
n bekannte Eintrdge in Form der Werte y(n),...,v(1) wie folgt.

P1 v(n)
¢(n+1) — : ) f}/(n+1) = :
Pn 7(1)
Ebenso ist es lohnenswert, sich die Gestalt der Kovarianzmatrix I'j,; klar zu machen.
70) (1) - A(n—1)
7(1)
Ly =
v(1)
v(n—1) (1) ~(0)

13



Die Kovarianzmatrix I'j,; hat auf ihren Diagonalen immer den gleichen Wert stehen.
Dies wird uns spéter noch sehr niitzlich werden.

Nun kénnen wir uns dem Ziel dieses Abschnittes widmen. Wurde bereits die 1-Schritt-
Vorhersage [Z},1j|n] berechnet, so stehen die Koeffizienten ¢ dieser zur Verfiigung.
Anstatt also kostspielig ein Gleichungssystem zu 16sen, kénnte man versuchen, die Ko-
effizienten ¢+ der Vorhersage [Zn|n + 1] rekursiv aus #™ zu berechnen.

Die dazu passende Idee ist es, den Vorhersageraum S,, so zu zerlegen, dass die Vorher-
sage [Z}n)|n+1] in mehrere Vorhersagen der Form [Z,_yj|n] (d.h. unter Ausnutzung von
Stationaritét ineinander umwandelbar s.u.) zerfallt. Der natiirlich wirkende Ansatz

Sy =81 @V, mit V,, = span(Z, — P,_17,)

welcher die neue Beobachtung 7, orthogonal von S,, abspaltet, fithrt leider nicht zum
Erfolg, denn damit gilt:
PnZnJrl == Pnflszrl + ( T )

Es taucht also eine 2-Schritt-Vorhersage auf, fiir welche uns keine passenden Koeffi-
zienten vorliegen. Auf Grund der Stationaritit von Z hingen die Koeffizienten ¢+
nur von der Autokovarianzfunktion v und diese nur vom Abstand der Z; ab. In diesem
Sinne sind folgende 1-Schritt-Vorhersagen dquivalent.

[Zl,...,Zn_l\n] < [Zg,,Zn|n—i—1] < [ZQ,,Zn|1]

Bei gegebener Beobachtung Zj,,) = (Z1,...,Z,) spalten wir also nicht Z, sondern Z,
ab und betrachten anschliefend die Vorhersagen [Z, ..., Z,|n+ 1] sowie [Zs, ..., Z,|1].
Seien dazu die orthogonalen Projektionen U, : Ly — U, := span(Zs,...,Z,) sowie
Vi : Ly =V, := span(Z, — U, Z,) definiert. Damit zerfillt der Raum S,, wie folgt.

Satz 3.11 (Zerlegung Vorhersageraum) Seien S,, U,, V, wie gehabt, dann gilt
die orthogonale Zerlegung S,, = U, & V,,.

|_Sind X ein Vektorraum und Y,Z C X Untervektorrdume, so gilt X =Y & 7
genau dann wenn Y 1 Z und wenn es fiir alle z € X eindeutige y € Y, z € Z gibt,
sodass x = y + z gilt. Fiir unsere Situation bleibt also nur letzteres zu zeigen, denn
per Konstruktion sind U,,, V,, Untervektorrdume vom Vektorraum .S,, und U,, L V,,
(Definition als Span und orthogonale Abspaltung). Fiir ein S € S,, gilt:

S = Z Oy + ¢121 + o1l Zy — 1l Z4

k=2

= Z OkZk + 1 Z MeZk + 01(Zy — UnZy)
k=2 =

=Y (9r + O1 M) Zi+ 01(Z1 —UnZh) € Up + Vi
eV

ceUn

Die Eindeutigkeit dieser Darstellung folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung
als Linearkombination sowie der Eindeutigkeit der Projektion. _|
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Mit Hilfe dieser Zerlegung kénnen wir nun die Vorhersage Z, 1 des Problems [Z m) |2 41]
aufschliisseln, da die Projektion P, auf S,, = U,, & V,, entsprechend in U,, + V,, zerfallt.

Znir = PaZnia
=UnZpi1 + VnZna
=UnZpi1 + an(Z) —UnZy)
Wobei sich «y, entsprechend der Proejktionsdarstellung in Satz 3.10 zu

<Zn+17 Zl - u’nzl>
121 = Un Z1|]?

ay =

ergibt. Diese Darstellung beinhaltet nun genau die Losungen der gewiinschten 1-Schritt-
Vorhersagen. Wir wollen nun zeigen, dass sich diese unter Ausnutzung der Stationaritat
der Zeitreihe Z durch die bereits bekannten Koeffizienten ¢ bestimmen lassen.

Satz 3.12 Sei Z eine (schwach) stationdre Zeitreihe und Z,, = (¢, Zy—1)) die Losung
von [Zjn—1j|n]. Dann gilt fir die Losung UpZ,1 der Vorhersage [Zs, ..., Zy|n + 1]:

UpZpir = S ™, 74
k=2

|_Wir beweisen die Aussage, indem wir das Vorhersageproblem [Zg|h] mit B =
{2,...,n} und h = n + 1 wie in Abschnitt 3.2 16sen. Das heifit, es gilt U, Z,11 =
Zy = (WM, Zg) mit Tgyp™ = n™ . Der Kovarianzvektor n® hat dabei die Form

(n+1)-2) v(n—1)
: = : |=n

(h) h:2+1 :
y((n+1) —n) (1)

des Kovarianzvektors 7™ der Vorhersage [Z,_;|n] und die Kovarianzmatrix I's
hat dabei ebenfalls die Form

I'p = (v(|s = t]))st=2,..n

= (’7(8 - t))s,tzl ..... n—-1 — F[n—l]
der Kovarianzmatrix I'j,_y) der Vorhersage [Z[n_1]|n]. Damit gilt aber weiter:
P = Fgln(") — F[:lil}fy(n) = o™
Und somit Z, = (6™, Zg) = S0, ¢§£)1Zk wie behauptet. Die Stationaritat der

Zeitreihe Z ging dabei in der Anwendung der Ergebnisse aus Abschnitt 3.2 ein. _|
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Im Anschluss wollen wir auch die Projektion U, Z; mit Hilfe der bereits bekannten
Koeffizienten ¢ darstellen. Dies wird die eingangs erwihnte Stelle, an der uns die
spezielle Form der Kovarianzmatrix I'g hilfreich ist. Betrachte das folgende Lemma.

Lemma 3.13 Seien A € R™™" und x,T € R™ wie folgt:

al 0/2 ) an
x1 T
a2

A=

n

Wir nennen © den Kehrtvektor von x. Firy := Az gilt dann § = AT.

|_Wir beweisen dieses Lemma mittels Induktion iiber n. Fir n = 1 ist die Aussage
trivial, da dann der Kehrtvektor T = x bzw. § = y erfilllt. Fiir n > 1 betrachten
wir (zur besseren Ubersicht drucken wir Matrizen im Folgenden fett):

ai Qa9 e any,
. Any | | aye--an
An = 2 ﬁ a(’l’b) ; a(n)
a2 an o e . a2 | | An—l
Ay, e Qo aq

n x(n—1)

(n—1) -
Wobei die Vektoren 2™ = (z---z,)T z <x ) mit 2 = (%) seien.

7Zu zeigen ist nun, dass y™ = Apz™ mit y™ = Apz™ aus y-D = A,z

folgt. Dazu betrachten wir komponentenweise (1 < k < n) den Vektor y(:

(ym),, = (y(n))n#chl — (Anx(n))nikle

ﬁ (An—lx(n_l))n—k+1 + (W)n—lﬁ—l Tn

:(y(nil))n—lvkl :(W)k :(a(">)k

=

(An_120 D)+ (a™)w, = (Apz™)),

Die Félle £ = 1 und k& = n sieht man sofort. Insgesamt folgt die Behauptung. _|

Gewappnet mit dieser Aussage konnen wir nun folgenden Satz zeigen.

Satz 3.14 Sei Z eine (schwache) stationdre Zeitreihe und 7, = (o™, Zpp—q)) die Lo-
sung von [Zy,—q|n]. Dann gilt fir die Losung U, Z, der Vorhersage [Zs, ..., Zy|1]:

U2 =Y o\ 7,
k=2
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|_Wir beweisen die Aussage analog zum Beweis von Satz 3.12. Betrachte daher das
Vorhersageproblem [Zp|h] mit B = {2,...,n} und h = 1. Dann gilt U, 72, = Z; =
(™ Z5) mit Tpyp™ = . Der Kovarianzvektor n® hat dabei die Form

12 -1) O
MOR=S : - : = 5
wn-1)  \Wn-1)

des Kehrtkovarianzvektors v und fiir die Kovarianzmatrix gilt I'z = I'j,,_1] kom-
plett analog zum Beweis von Satz 3.12. Mit obiger Gleichung gilt also

Y = = Tg_ypt?

und mit Lemma 3.13 auch () = F[n—l]w sodass wir insgesamt erhalten:

Ppnyp®) = Ty o™ Tl

D)

Wobei die Invertierbarkeit von I'j,_y) durch die eindeutige Losbarkeit von ’y(”) =
F[n—1}¢(”) durch P,,_1Z, folgt (vgl. Darstellung Projektionsoperator). _|

An dieser Stelle wollen wir ein kurzes Zwischenfazit ziehen, um nachzuvollziehen, was
wir bereits erreicht haben und wo wir noch hin wollen. Basierend auf dem Koeffi-
zientenvektor ¢(™ des Vorhersageproblems [Z[n—1)|n] wollen wir die Vorhersage Zn+1
bestimmen, also das Problem [Zp,)|n + 1] l6sen. Dazu haben wir den Vorhersageraum
S, = U, &V, zerlegt und die Darstellung

Zn—‘rl = z/[nZn—H + an(Zl - Z/{nZl>

erhalten. Beide Projektionsterme (U, 2,11 und U, Z,) habenAWir bereits durch ¢™ aus-
gedriickt, sodass zur konkreten Berechnung der Vorhersage 7,1 lediglich «,, fehlt. Dies
gehen wir nun an; dazu werden wir folgendes Lemma benotigen.

Lemma 3.15 Seien Z eine (schwach) stationdre Zeitreihe und ProjektionenU, : Ly —
U, sowie P,_1 : Ly — S,_1 wie gehabt gegeben. Dann gilt:

||Z1 _Z/{nZlH2 = ||Zn - Pn—lzn||2

|_Wir zeigen diese Aussage, indem wir beide Seiten der Gleichung auf denselben
Ausdruck bringen. Wir beginnen mit der rechten Seite; es gilt:

n—1
1 Zn = Poa Zal* 2 120 — 3 61" Z0| 2
k=1

k=1

= O MZ S MZ) 23 M (li— )
k k 1,7

—o" k<n
1 k=n
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Bei x ging die Stationaritét von Z ein (Skalarprodukt — Kovarianzfunktion) und
bei *1 haben wir P,,_1Z,, als Linearkombination mit Hilfe des Koeffizientenvektors
»™ dargestellt.

Analog kénnen wir nun mit der linken Seite verfahren. Wir wissen nach Satz 3.14,
dass sich U, Z; ebenfalls als eine solche Linearkombination darstellen lasst; es gilt:

121 = U Z0|* = || 21 — Z(b 1 Zi|[?

k=1 k>1

= O mZie, Y mZi) =Y _nmiy(li — j])
p k

i3

n . 1 k=1
= mZell? mit =1 5
—Pr

— ™ 1
Man sieht leicht A = ( (Zi ) = <_ ¢(n)> =75, wodurch die Behauptung folgt.

|

Der erhaltene AusdrAuck ist gerade die mittlere quadratische Differenz zwischen der 1-
Schritt-Vorhersage Z,, = P,,—1Z, des Problems [Z},_1j|n] und dem tatséchlichen Wert
Z,. In anderen Worten handelt es sich hierbei um den n-ten mittleren 1SV-Fehler:

w = Zn = 20| = 120 — P Za|?

Damit haben wir nun alles zusammen, um eine handhabbare Formel fir «,, zu bestim-
men. Nach dem Ausdruck auf Seite 15 erhalten wir:

Up€n = <Zn+17 Zl - unZ1>

2, 20) - Z¢ 1 {Zni1s Z)
N——— %/—/

=v(n) =v(n—k+1)
* n 1 n
= Z¢k y(n—k >1<<_¢(n)>a7( +1)>

Wobei wir bei x einen Indexshift von k£ auf k — 1 gemacht haben. Man rechnet nach,
dass fir z,y € R™ gilt (z,y) = (x,7). Damit kénnen wir unsere erste Ergebnisformel
in diesem Abschnitt angeben. Mit ¢(™ wie gehabt und "+ = (y(n)---y(1))7 gilt:

anze << ¢”l> jyn+1)>’ n>1

Da der Wert e, = ||Z, — Z,||? lediglich dem mittleren und nicht dem konkreten Fehler
der vorhergegangenen Prognose [Z},_qj|n] entspricht, konnen wir diesen nicht einfach
elementar berechnen. Stattdessen ist es moglich, auch fiir e, eine rekursive Formel zu
bestimmen. Dazu benttigen wir zunachst folgendes Lemma.
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Lemma 3.16 Sei (X, < —, — >) ein euklidischer Vektorraum und ||—|| := < —, — >1/2
eine Norm auf diesem. Fir a,b,c € X gilt:

o lla =0l =lal]® + |]b]* -2 < a,b>
« lla=b—clP=1la=bl* +lc|* =2 <a—bec>

|_Punkt 1 impliziert Punkt 2, indem man a < a — b und b < c ersetzt. Punkt 1
folgt aus der Bilinearitdt und Symmetrie des Skalarproduktes:

lla = bl[* = {a = b,a —b)

— w+ (b, b) —2(a, b)
=llall2  =]b]|2

|

Damit konnen wir nun eine Rekursion fiir den mittleren Fehler bestimmen. Wobei wir
speziell e, 1 betrachten, da dabei bereits bekannte Ausdriicke auftauchen.

ent1 = || Zp41 — 2n+1||2 = [|Zn+1 — 7)anL1||2
PR | Zss = UnZoss = VaZa|
| Zoir = UnZnid | P+ Vi Zonia | = 2(Znss = UnZiir, Vi Zns)
Fiir den ersten dieser Terme zeigt man exakt wie im Beweis von Lemma 3.15, dass

HZnJrl _unZn+1H2 = HZn - PanZnH2 = €n

gilt. Den zweiten Term werten wir zundchst wie auf Seite 15 aus und wenden dann
Lemma 3.15 an, um folgenden Ausdruck zu erhalten:

HVnZn—i-1||2 - ||Oén(Z1 - UZ1)||2
= apl|Z1 — Un Z4|[*

= || Zn = P Zu| P = agen

Den letzten Term kann man wie folgt vereinfachen. Insbesondere geht bei x ein, dass
U, LV, per Konstruktion gilt. Aulerdem werten wir V,,Z,, .1 wieder wie zuvor aus:

<Zn+1 - unZn—l—l; VnZn—l-l)

— <Zn+17 VnZn+1> - <unZn+17 VTLZTL+1>

=0 wg.

= Qp <Zn+17 Zl - unZ1> = aien

=anen, siehe S.17
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Insgesamt gilt also e, 1 = e, +a2e, —2a2e, = e,(1 —a?) was wir wie folgt festhalten.

en=¢én1(1—a?_,), n>1

An dieser Stelle tritt ein weiteres Problem auf: Wollen wir e, mittels obiger Formel
bestimmen, benotigen wir sowohl e, ; als auch «,_;. Diese benotigen dann jedoch
wieder e,_, und «,_» und so weiter. Tatsdchlich miissen wir einsehen, dass «,,, e, als
auch ¢™ alle von einander bzw. den vorherigen GréBen (n — 1) abhingen. Wir werden
diese Abhéangigkeiten zwar nicht los, kénnen jedoch auch fiir die Koeffizienten ¢ eine
Rekursion herleiten und durch Bestimmung geeigneter Startwerte fiir alle Grofien ein
effizientes Berechnungsverfahren erhalten.

Zunéchst versuchen wir also ¢t aus ¢ zu bestimmen. Sei dazu ZnH = PnZni1
die Lésung von [Z},)|n+1]. Basierend auf S, = U,, ®V}, wihlen wir den gleichen Ansatz
wie auf Seite 15, welchen wir dank 3.12 und 3.14 (%) wie folgt ausformulieren kénnen.

~

Zn+1 = anZI + Z/{nZn+1 - anUnZI

; anzl + Z ¢§g@1zk — Op Z (ﬁ](;i)lzk

k=2 k=2

= anZi+ Y (qbl(cn—)l - O‘n@)zk

k=2

Auf Grund der Eindeutigkeit der Darstellung Z, 1= PpnZpy = Z gb,(g"H)Zk liefert
k=1

Koeffizientenvergleich ¢§”+” = «a,, und gb;”“) = ng,@l — oznqzﬁ,(gn_)l fur k > 1. Also gilt:

(nt1) — On
1

Damit haben wir fiir alle relevanten Groflen bemerkenswert schone Rekursionsgleichun-
gen gefunden und es bleibt nur noch die Frage nach ihren Startwerten. Dazu betrachten
wir den minimalen, noch sinnvollen Fall n = 1. Das heif3t, wir gehen davon aus Z; be-
obachtet zu haben und wollen die Vorhersage Z» bestimmen. Wir wissen bereits:

22 = Ple = gng)Zl = gbZl
Mit der Darstellung aus Satz 3.10 konnen wir den Koeffizienten ¢ ebenfalls angeben.

qb:séo (Za, Z4) _ v(1)
(Z1, Zn) 7(0)

Betrachtet man nun den mittleren Prognosefehler ey = ||Z; — Z,||? ergibt sich:
e = ||Z2 — 92|

3.16

1Z2\* + ¢*(| 2| — 20(Zs, Z1)
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All diese Ausdriicke zerfallen, wie wir bereits hdufig gesehen haben, zu v wie folgt:
e = 7(0) — ¢*7(0) + 2¢y(1)

= 7(0)(1—¢’)

= 7(0) —

Wobei wir bei x die oben bestimmte Darstellung von ¢ eingesetzt haben. Vergleicht
man diesen Ausdruck mit der Rekursionsformel e, = e, 1(1 — a2_;) so erkennt man
die gesuchten Startwerte als:

e :=7(0) und o := ()

7(0)

Der Koeffizientenvektor ¢! ist nach unserer Definition leer. Der nichste ¢ lisst
sich dann bereits aus o; bestimmen. Insgesamt rechnet man also ¢() e, o, dann
#?) ey, ap, dann ¢ es, a3 usw. in dieser Reihenfolge aus. Dieses Verfahren lauft in
linearer Zeit O(n) und die gesuchte 1-Schritt-Vorhesage ist wie gehabt gegeben als:

Zr1 = (™D, Z19)

3.4 h-Schritt-Vorhersage

Lit.: [1], [5]. Bevor wir uns dem letzten Teil dieser Arbeit widmen, wollen wir die erhal-
tenen Ergebnisse des vorherigen Abschnittes etwas verallgemeinern. Anstatt basierend
auf einer Beobachtung Z,,) nur den néchsten Wert Zn—i—l vorherzusagen, konnen wir
stattdessen gleich die néchsten h € N vielen Werte Zn+1, e Zn+h vorhersagen.

Das wesentliche Werkzeug dazu wird der folgende Satz. Zur Erinnerung: Wir betrachten
orthogonale Projektionen P, : Ly — S, := span(Zy,)) mit Zy, := (Z1,...,Zy).

Satz 3.17 (Iterationseigenschaft) Firm > n gilt: P, = PP

|_Wir wollen zundchst Satz 3.10 benutzen, um die betrachteten Projektionen darzu-
stellen. Dazu bend6tigen wir eine Orthonormalbasis von S,,, welche wir durch das
Gram-Schmidt-Verfahren erhalten kénnen; demnach bilden

Y, = Zl, Y. =2, — Pr_1Z; (k > 1)

1/2

eine Orthogonalbasis von S,,. Durch Normierung mit ||Y;||a = (Y%, Yi)'/? erhalten

wir die gesuchte Orthonormalbasis. Fir X € Ly ergibt sich:




Wobei bei * die Linearitédt der Projektion einging. Da Y}, Element der betrachteten
Orthogonalbasis ist, gilt P,Yy = YiI{k < n}. Daher fallen alle Terme obiger
Summe fiir £ > n weg und es bleibt wie behauptet:

(X,Y3)

PPt = Z 1 (Y, Vi)

Yi = P.X
_

Damit kénnen wir nun fir alle h = 1, ... h die h-Schritt-Vorhersage th bestimmen
(man missachte den Notationsmissbrauch). Betrachte dazu den folgenden Ausdruck:

ZnJrh = 7DnZn+h
3.17
= PnPnJrhlen%»h

Die Projektion Py, 15124 ist dabei genau die Lésung der 1SV [Z,, 4—17|n+ h], welche
nach dem vorherigen Abschnitt gleich (¢"*"), Z,,),_1)) ist. Daher gilt:

n+h—1

n+h =Pn Z QS n+h)Z

n B n+h—1 h

*

N LR W Gl
k=1 k=n+1
- =2y =7

Wobei bei * die Linearitat der Projektion einging. Dass P,Z, = Z; fir £k < n gilt,
liegt daran, dass dabei bereits Z, € S,, ist. Der gleiche Ausdruck P, Z;, = 7, fiir k> n
entspricht den h-Schritt-Vorhersagen Zn+h _Insgesamt gibt uns obige Gleichung mit
H=n+1,...,n+ h also Iy = (Zn+1, . Zn+h) folgende Formel an die Hand.

4 Schatzung aus Beobachtung

4.1 Autokovarianzfunktion

Lit.: 2], [7]. In diesem Abschnitt wollen wir die letzte fehlende Komponente zur prak-
tischen Vorhersage von Zeitreihen beschreiben: die Autokovarianzfunktion ~. Bislang
haben wir zwar ein Verfahren, welches gesuchte h-Schritt-Vorhersagen effizient berech-
nen kann, jedoch immer auf Grundlage von ~y; beispielsweise:

= o A (n+1) e = Oz:@ec
an—€n<< )’Y Y, e =90), o 0

Um unser Verfahren nun endgiiltig, ausschliellich auf der gemachten Beobachtung Z,,
basieren zu lassen, miissen wir also v aus jener Beobachtung bestimmen. In anderen
Worten suchen wir einen Schétzer 7(h) fir die Autokovarianz vy(h) = Cov(Zy, Z;,). Wir
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gehen ab jetzt von einer stark stationdren und zentrierten Zeitreihe Z aus. Folgende
Uberlegung liefert einen sinnvollen Ansatz fiir einen moglichen Schitzer 7(h). Es gilt:

v(h) = Cov(Zy, Zy,) = E(ZoZy) — E(Zo)E(Zy)

=0 da Z zentriert

Wir miissen also den Erwartungswert von ZyZj, schétzen, weshalb es nahe liegt 5(h) als
Mittelwert aller verfiigbaren Beobachtungen von Z,Z; zu definieren. Allerdings steht
uns nur jeweils eine Beobachtung der 7y, ..., Z, zur Verfliigung, sodass dies allein noch
nicht sinnvoll ist. Auf Grund der starken Stationaritdt von Z gilt jedoch weiter

v(h) = E(ZyZy) = E(Z;Zyn) VtE T

denn E(ZyZy) ist nur abhéngig von der gemeinsamen Verteilung von (Zy, Z;,), wel-
che jedoch gleich jener von (Z;, Z;,;) fur alle t € Z ist. Damit konnen wir auch die
Beobachtung der anderen Z; benutzen, um (k) sinnvoll als Mittelwert zu schétzen.

Definition 4.1 (Autokovarianz-Schéitzer) Zu einer Beobachtung Zy,) = (Z1,. .., Zy)
definieren wir den Autokovarianz-Schdtzer Y(h) mit h < n als:

1 n—h

y(h) = YAYA
F(h) n—h; t&t+h

Man beachte, dass die Benutzung dieses Schétzers die maximale Vorhersagetiefe h
wegen h < n festlegt. Im Folgenden wollen wir uns davon iiberzeugen, dass obiger
Schatzer 7(h) typische Giiteeigenschaften besitzt.

Satz 4.2 (Erwartungstreue) Fir alle h < n ist 5(h) erwartungstreu, das heifst:
E((h)) = ~(h)

|_Diese Eigenschaft ldsst sich unter Ausnutzung der Linearitat des Erwartungswertes
einfach nachrechnen. Zur Erinnerung: Es gilt E(Z,Z, 1) = (Zy, Zyin) = v(h).

1 b n—nh

E(F(h)) = n—h Z E(ZiZ4n) = " — hV(h) =(h)

t=1 _|

Als néchstes wollen wir die Konsistenz 5(h) — ~(h) fir n — oo dieses Schétzers
zeigen. Dafiir miissen wir jedoch deutlich mehr arbeiten als fiir seine Erwartungstreue.
Das wesentliche Werkzeug dazu wird der sogenannte Ergodensatz, welcher eine Verall-
gemeinerung des Gesetzes der groffen Zahlen auf stark stationére stochastische Prozesse
(insbesondere also Zeitreihen) darstellt.

Definition 4.3 (ergodische Abbildung) Sei (S, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und T : Q — Q eine Abbildung darauf. Dann heifst T ...

o mapferhaltend falls PT = P gilt, das heifit P(T~1(A)) = P(A) fiir alle A € A.

o ergodisch falls T maferhaltend ist und fir alle A € A mit T~*(A) = A bereits
P(A) € {0,1} gitt.
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Satz 4.4 (Ergodensatz) Sei (12, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und T : Q —
ergodisch. Weiter sei X : Q) — R eine P-integrierbare Zufallsvariable. Dann gilt:

—ZXOT’“_I&E(X) fir n — oo
k=1

Um den Ergodensatz auf unsere Situation anzuwenden, benétigen wir auflerdem noch
den MafB-Eindeutigkeitssatz wie folgt. Anschliefend formulieren wir den Ergodensatz
fiir Zeitreihen. Beachte: Wir fordern dort erstmalig mehr als Stationaritét.

Satz 4.5 (MaB3-Eindeutigkeitssatz) Seien i, pus Mafle auf (2, A) Messraum mit
A = o(M) wobei M schnittstabil sei. Dann ist g = po falls gilt:

o (M) = ps(M) fir alle M € M
o es gibt A, Q2 aus M mit g (Ay), u2(Ay,) < 0o
Wobei A,, /) eine aufspannende Folge ist. Das heifst A, C A,y1 und U,, A, = €.

Satz 4.6 (Ergodensatz Zeitreihen) Sei Y = Yy C R eine stark stationdre und P-
integrierbare Zeitreihe tiber (2, A, P). Dann gilt fir n — oo:

n

S|

k=1

s, This statement and its proof are actually false.
Y, 1% B(Y,

Z k ( 1) The right-hand side of this asymptotic needs

an additional term given by a special RV.

|_Wie bereits erldutert wollen wir diesen Satz durch Anwendung des Ergodensatzes
3.21 zeigen. Dazu driicken wir Y}, als Y, = X o 7% 1 o Y mit

T:RY = RY (y)ny — (Yes1)n
X:RY =R, (yp)n = 0

aus. Ferner gilt X oT* 1oY 2 X oT* 1 wobei wir die linke Seite als Zufallsvariable
auf (€, A, P) verstehen und die rechte Seite als Zufallsvariable auf (RY, BN PY)
fir B := {reelle Borel-Mengen}. Man sieht dies mit z € R wie folgt:

PY(XoTH! <) =P(Y {y e R"X o T"(y) < z})
= P({w € QX o TH (Y () < x})
:P(XokaloY <)

Folglich konnen wir den zu betrachtenden Ausdruck in passender Form ausdriicken:

lz:Yk:Z:XoTk*lngz:XoTk*l

k=1 k=1 k=1

Die PY-Integrierbarkeit von X folgt direkt aus der P-Integrierbarkeit von Y. Es
bleibt zu zeigen, dass T" ergodisch ist, das heiflt zunachst einmal, dass T" messbar
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Text Comment
This statement and its proof are actually false. 
The right-hand side of this asymptotic needs
an additional term given by a special RV.


und maflerhaltend ist. Dazu erinnern wir zunéchst daran, dass der Produkt-Raum
der Borel-Algebren B®N durch Zylindermengen erzeugt wird:

7, RY - R, (Ye)n = (Y1, -5 Yn)

o weo(y )

neN

T messbar
Es reicht, Messbarkeit auf Erzeugern zu prifen. Betrachte also fiir B € B®™:

T (m,Y(B)) =T*B x RY)

n

=RxBxR'=n1!(RxB)

Da R x B € B®"*! gilt, liegt obiger Ausdruck in B®N, was zu zeigen war.

1" maflerhaltend
Da Wahrscheinlichkeitsmafie immer endlich und Zylindermengen schnittstabil sind

sowie die aufspannende Folge 7, 1(R")  RY beinhalten, reicht es nach 3.22, die
Gleichheit PY(A) = PY(T7(A)) fir A =7, '(B) mit B € B®" nachzurechnen:

PY(T7'(A)=P(Y € T"H(A) =P(ToY € A)

(ToY € BxRY)=P((Ys,...,Y,11) €B)
(Y —=1,...,Y,) € B)= P(Y € B xRY)

=A

T ergodisch
Sei A € BN mit T71(A) = A. Ist A =0 so auch T71(A) = () also PY(A) = 0. Ist
A # () so gibt es ein Element (a;)y € A. Damit erhélt man aber:

= VrieR: (xl,al,ag, .. ) S T_l(A) =A

= Vs €R: (v9,71,a1,...) ET YT (A)=A

Insgesamt ergibt sich also A = RY und damit PY(A) = 1.

Damit konnen wir nun schliellich den Ergodensatz 3.21 anwenden und es ergibt
sich wie behauptet der folgende Ausdruck.

1 n n s,
Y Vi 23 X o7 LY By (X)
"= k=1
— XdPYé/XoYdP:Ep(Yl)
Q —

RN
=Y |

Nun kénnen wir die Konsistenz von 7(h) nachweisen und damit den Abschnitt beenden.
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Satz 4.7 (Konsistenz) Fir n — oo gilt 7(h) — ~(h).
|_Deﬁniere Y, == Z,Z;,1, dann ist Y = Yy wegen der starken Stationaritdt von Z

ebenfalls stark stationar. Unter Annahme von Integrierbarkeit erhélt man mit 3.23:

1 n—h

1 n—h
A(h) = Zoln = —— S Vi
b n—h &

EAN = EY1) = E(Z1Z14,) = ~(h)

Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. _|

4.2 Verteilung

Lit.: [2], [7]. In diesem Abschnitt wollen wir uns noch zusétzlich zur Vorhersage eines
konkreten Punktes Z, die Moglichkeit erarbeiten, ganze Bereiche angeben zu kénnen,
in denen der vorherzusagende Wert mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit liegt
(sogenannte Konfidenzbereiche). Wie zuvor gehen wir dabei von einer stark stationiren
und zentrierten Zeitreihe Z mit Beobachtung Zp aus. Insbesondere gilt also fiir ein
Wahrscheinlichkeitsmafl Q:

Zy~@Q YbeB

Wir suchen also einen Schétzer Q fiir @ basierend auf der Beobachtung Zg. Da unsere
Beobachtung immer endlich ist und wir nichts weiter tiber () wissen, ist es ein sinnvoller
Ansatz () als Mittel der den Beobachtungen entsprechenden Dirac-Maflen zu definieren.

Definition 4.8 (VerEeilungs—Schéitzer) Zu einer Beobachtung Zg definieren wir den
Verteilungs-Schatzer Q) als:
4]
“ B 5

beB
Wobei 6,(A) .= I{z € A} fir z € R sowie A C R das Dirac-Maj$ sei.

Im Folgenden wollen wir untersuchen, ob dieser Schétzer ebenfalls gewissen Giiteeigen-
schaften folgt. Die wohl wichtigste von ihnen ist, dass ) tatsachlich auch Wahrschein-
lichkeitsmafle liefert.

Satz 4.9 (Wohldefiniertheit) Q ist Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B).

|_Zunachst gilt 0 < Q<1da fiir alle A € B offenbar 0 < dg,(A) = I{Z, € A} <1
gilt. Ferner ist Q(0) = 0 und Q(R) = 1 wie man anlog wie folgt sieht:

Q) = 8z, (0) = I{Z, e} =0
51 50 = g S 14 <0

————
beB beB -0
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Es bleibt, sigma-Additivitdt zu zeigen. Seien A,, € B paarweise disjunkt. Es gilt:

<|—|A) |B|Zézb(|—|A>
’B|ZI{ZI,€ L] An}

beB neN

Da die A,, paarweise disjunkt sind, kann Z, maximal in einem davon liegen, sodass:
HZye | A} =Y H{Z € A} = > 67,(An)
neN neN neN
Wobei diese Summe entsprechend in maximal einem Term ungleich Null ist.
( |_| A ) |B| Z Z 5Zb
neN beB neN

"2 rB| 2 9 An) = 3 QA
neN beB neN _|

Da wir nun wissen, dass der Ausdruck @ basierend auf einer Beobachtung Zz in der
Tat ein Wahrscheinlichkeitsmaf liefert, konnen wir uns im Folgenden darum kiimmern,
dass dieses auch tatsdchlich eine gute Schitzung fiir das eigentliche () ist.

Satz 4.10 (Erwartungstreue) Q ist erwartungstreu, das heift E(Q) = Q.

|_Diese Eigenschaft ldsst sich unter Ausnutzung der Linearitat des Erwartungswertes
einfach nachrechnen. Fir ein beliebiges A € B erhalt man:

B(Q( E(07,( E(I{Z, € A})
B 5 ) = 7
S Plzied) =12 =qu)
|B| jep ——  |B]
— P7(4) = Q(A)
Insgesamt sicht man also wie behauptet E(Q) = Q. _|

Satz 4.11 (Konsistenz) Q ist konsistent, das heift Q 2> Q fiir |B| — .

|_Deﬁniere Y, := dz,(A) mit A € B. Dann iibertragt sich die Stationaritét von Zy
auf Yy. Mit Satz 3.23 erhalten wir fiir |B| — oo:

~

QA) = 2% 5 B(v;,)

= E(dz,(4) = Q(4)

Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. _|

IB!
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